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De stelling van KUHN en TUCKER als generalisatie van

klassieke optimalisatiemethoden

Onder klassieke optimalisatiemethoden Verstaan wij de uit de analyse
bekende methoden om maxima en minima te berekenen. Wij brengen de vol-

gende stellingen in herinnering.

Stelling 1. Zij f(x) een reéle n keer differentieerbare functie (n > 2),
£ V(%) = 0 voor 1 < v < n-1,
(n) =
f (X) # o,

dan volgt uit
(n)(—' =

(n)

neven , f '(x) > 0: f(x) heeft een relatief minimum in x = x,
n even , f(n)(E) < 0: f(x) heeft een relatief maximum in x = x,
n oneven, f(n)(§) > x) stijgt in x = x,

£ (x) )

(
0: f(
0: f(x) daalt in x = x.

n oneven, <




Stelling 2.

.
) Zijn £(X) en g.

(X) (i = ..m) redle differentieer-

4
iy o

bare functies van n variabelen Kis eees X
zijn b s sses b constanten,
. m m -
2ij FG,T) = £(X) + ] . Eﬁl - gi(X)J, (1)
i=1 g -
iy Z?/ de verzamellng van vektoren X, waarvoor
( ) = ( = T,00e,m),

i 8 e

functies g, naar

dan kan, wanneer rang (Z) =m

dan een extreme waarde

Y = Y bestaat, zodanig dat

oF

dx . (X,Y)

>4l

SF_

vy (B0)

Stelling 1 kan bewezen worden

matvﬂx van de

de variabelen x., dus f

ezitten in X

e partiéle afgeleiden van de
8.
=('§;{"‘:")5

i
‘J{
de functie f£(X) op‘P&slechts

in X = X,

X, wanneer er een vektor

(2)

= 1yeeasnl)
(3)

Tyaoeanm).

met behulp van de formule van TAYLOR; er

bestaan generalisaties van, die uitspraken doen omtrent extreme waarden
van functies van n variabelen.

Stelling 2 (LAGRANGE) wordt bewezen door gebruik te maken van stellingen
over impliciet gegeven functies. De stelling kan uitgebreid worden tot
a) een stelling die ook geldt voor het geval waarin rang %? in X = X

kleiner is dan m en b) een steiling die niet alleen nodige maar ook vol-

doende voorwaarden voor een extreme waarde in X = X geeft., Zie Db,v.

CARATHEODORY [1] of G. HADLEY [2].

n
Uoe

at

R

elling 1 en de generalisatie daarvan kunnen alle variabelen vrij

In

In
stelling 2 is deze vrijheid beperkt door-
doch

variéren cver de redle as.

dat de functie f£(X) niet onderzocht wordt op de gehele ruimte En’

1)

Skalairen worden azangegeven met X, y, &, b, ..., vektoren met

Xy Ty A, B, ..., matrices en verzamelingen met ﬁpég 4 .




slechts op een deelverzameling v daarvan, bepaald door de vergelij-—

kingen

g.(X) =b. <~ (i =1,...,m). ' (k)

Men kan zich afvragen of het ook mogzeliil is nodige en/of voldoende

voorwaarden te geven voor het geval waarin de verzameling ”?van toe-

=

gelaten vektoren ¥ bepaald wordt door voorwaarden in de vorm van on-

gelijkheden

\1
~

g.(X) < b. (i =1,...,m). (

De stelling van KUHN en TUCKER Eﬁ] geeft een antwoord op deze vraag
wanneer
a) de functies gi(X) differentieerbaar zijn en convex,

b1) convex in het minimali~-
/ seerprobleem,
b) de functie f(X) differentieerbaar is en
b2) concaaf in het maximali-
seerprobleem.
Definitie 1. Een verzameling ﬁyin E is convex, als voor ieder element

Aeﬂy, ieder elcment BEZ?/en iedere A, 0 < A < 1, geldt
(1 = 2)A + BV (6)
Definitie 2. Fen functie f(X), gedefiniéerd op de convexe verzameling

PWin E 1is convex als voor ieder element AeV, ieder

elcment B529: en ledere A, 0 < A < 1, geldt
£((1 = X)A + AB) < (1 = A)F(A) + Af(B). (7)

Definitie 3. Ken functie f(X), gedefiniderd op de convexe verzameling
v in En is concaaf als voor ieder element Ael¥, ieder

element BEZ?'en iedere A, 0 < A < 1, geldt

£((1 =~ XA + AB) > (1 = A)f(A) + Af(B). (8)

Stelling 3. Zij f(X) een concave, continu differentieerbare functie op

het inwendige van de convexe verzameling 1% in En’




zij V£(X) de gradient van £(X),
dan geldt voor iedere A uit het inwendige van Ven

iedere BeV
£(B) < f(A) + (B - A)'vf(A). (9)
Bewijs. Uit (8) volgt voor 0 < A < 1

£((1=1)A +>\>\B) - f(A) ] (10)

£(B) < £(A) +
Toepassing van de formule van TAYLOR op f((1-A)A + AB) = £(A + A(B-A))
leidt tot
£(A + A(B-A)) = £(A) + A(B-A)'VF(A+BA(B-A)) met O < 0 < 1.
Substitutie hiervan in (10) geeft:
£(B) < £(A) + (B-A)'VF(A+6A(B-A)).

Laten wij hierin X naderen tot 0, dan wordt (9) gevonden.

Wij bekijken vervolgens het zogenaamde concave programmeringsprobleem:

maximaliseer f(X)

onder de voorwaarden gi(X) < by (i =1,...,m) (5)

X >0, (11)

waarin de functies gi(X) convex zijn en continu differentieerbaar en
de functie f(X) concaaf en continu differentieerbaar voor alle niet—

negatieve X.

Stelling L, Zij f(X) concaaf en continu differentieerbaar voor X >0,
zijn de functies gi(X) (i =1,...,m) convex en continu
differentieerbaar voor X > 0,
zijn b1, cees bm constanten,

. m
zij F(X,Y) = £(X) + ) yil-’;- ~ gi(X)],

1=1 *

z1j 1}hie verzameling van vektoren { waarvoor gi(X) j_bi

(i =1,...,m)

en X > 0,




zij Y een niet-negatieve vektor en'febt zodanig dat

m
ve(X) - ) ?,?i Vgi('i) <0 (12)
i=1
, mo_ —] = ,
[w(x) - 17 v ®|T =0 (13)
1=1
m ey —
D oy -5 @] 7, =0 (1)
i=1 d

dan bereikt f(X) de maximale waarde op}} in X = X.

Bewijs. Uit gi(X) convex volgt -gi(X) concaaf. Toepassing van formule
(9) op f(X) resp. —gi(X) geeft

£(X) < £(X) + (X = T)17e(F) (15)

-g; (X) < -, (X) - (X - X)'vg, (X). (16)

Voor een willekeurige Xe)blijkt met behulp van (12) t/m (16):
m —
() <20 + 5y - e 0] <

m m
= £f(X) + (x-X)'ve(X) + ] ¥, E»l - g @] - 1y (xX)'ve (X) =
i=1 1=1
— . . __"]‘ et _ m_ = —
= [; ! Lt . (2 ) - X ) - . . < 5
£(X) + X LVf(X) i£1 ;ylv:glax;_{ X i!:-Vf(x i; y1Vgl(X)‘J < £(X)

m.a.w. F(X) is het absolute maximum van f(X) opl’f

Stelling 5 houdt dat deel van de stelling van KUHN en TUCKER in, dat
zowel gemakkelijk is te formuleren als eenvoudig te«:bewijzen, Het
tweede deel van de stelling leert dat de voorwaarden (12) t/m (1L4)
ook noodzakelijk zijn voor een maximum mits de door (5) en (11) gede-

finiéerde verza.meling’l}'voldoet aan bepaalde regelmatigheidseisen,




de zogenaamde 'constraint qualification". Deze regelmatigheidseisen °
kunnen zowel meetkundig worden geinterpreteserd sls in de vorm van voor-
waarden, vergelijkbaar met de voorwaarde rang 53 =m uit stelling 2

(€
en de existentie van bepaalde parti&le differentiaslquotinten.

Specialiseert men de stelling van KUHN en TUCKER, dan kunnen dasruit
afgeleid worden:

1. nodige en voldoende voorwaarden voor een maximum in een lineair
programuneringsrrobleen,

2. nodige en voldoende voorwaarden voor een maximum in een kwadra-
tisch programmeringsprobleem,

3. stelling 2 en de uitbreiding daarvan tot voldoende voorwaarden.
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